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Johdanto

Matematiikassa esiintyy usein joukkoja, jotka ovat hyvin reikäisiä
ja harvoja. Tunnetuimpia esimerkkejä näistä ovat mm. monet frak-
taalit. Kuitenkin fraktaalit ovat usein kovin vaikeasti lähestyttäviä
perinteisillä konsteilla. Esimerkiksi niiden ”mittaa” tutkittaessa
tavalliset pinta-alan tai tilavuuden suureet eivät oikein kerro paljoa
joukon hienorakenteesta ja pienen mittakaavan struktuurista. Niitä
tutkittaessa onkin siis välttämätöntä käyttää työkaluja, jotka eivät
hukkaa hienorakenteen informaatiota. Eräs tähän soveltuva työkalu
on huokoisuus. Huokoisuus on alunperin fysikaalinen suure, joka il-
maisee kuinka reikäinen tutkittava materiaali on. Tästä ideasta onkin
rakennettu matematiikkaan vastaava täsmällinen käsite joukoille.
Tässä tutkielmassa pyrimme määrittelemään Rn:n huokoisen joukon
niin, että se vastaa tätä fysikaalista tulkintaa. Tutkielmassa lisäksi
esitämme ja todistamme huokoisten joukkojen perusominaisuuksia
ja osoitamme, että esimerkiksi Cantorin 1/3-joukko ja Sierpinskin
kolmio ovat huokoisia. Lisäksi lopussa esitämme hieman ajankohtaisia
painopisteitä huokoisuuden tutkimuksesta matematiikassa.

Huokoisten joukkojen ideoita esiintyi ensimmäistä kertaa Den-
joyn artikkelissa [3] vuodelta 1920. Kuitenkin itse käsite huokoinen
joukko määriteltiin Dolženkon artikkelissa [4] vuonna 1967. Dolženko
keskittyi artikkelissaan erityisesti ns. σ-huokoisiin joukkoihin, jot-
ka ovat numeroituvia yhdisteitä huokoisista joukoista. Huokoiselle
joukolle esiintyy nykyään useita erinäköisiä määritelmiä. Määritelmät
muistuttavat toisiaan, mutta lähtökohdista johtuen osa määritelmistä
on vahvempia kuin toiset. Olemme tässä tutkielmassa valinneet
määritelmäksi eräänlaisen tasaisen huokoisuuden, jonka teoriaa löy-
tyy mm. artikkelista [2]. Tasaisesti huokoisilta joukoilta vaaditaan,
että jokaisessa joukon pisteen ympäristössä on samankokoisia reikiä
kuin minkä tahansa muun joukon pisteen ympäristöissä. Kuitenkin
tutkimuksessa huomattavasti yleisempi määritelmä joukon huokoisu-
udelle on ns. pisteittäinen huokoisuus. Pisteittäin huokoisen joukon
jokainen yksittäinen piste on erityisasemassa ja toisin kuin tasaisessa
huokoisuudessa, emme vaadi minkäänlaista yhtenäistä rajaa reikien
koolle koko joukossa. Pisteittäin määritelty huokoisuus antaa siis
heikomman kriteerin joukon huokoisuudelle kuin tasainen huokoisuus.
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Etuna on kuitenkin ilmennyt mm. se, että lähtökohdittain se antaa
enemmän informaatiota siitä mitä tapahtuu huokoisen joukon pis-
teiden ympäristöissä pienellä skaalalla. Pisteittäisen huokoisuuden
määritelmän pohjalta johdettua teoriaa ja sen yleistettyä versiota
metrisiin avaruuksiin löytyy mm. artikkeleista [8], [9], [10], [14], [15],
[16] ja [17].

1. Huokoiset joukot

Tarkoitamme seuraavassa merkinnällä B(x, r), missä x ∈ Rn ja r > 0,
avaruuden Rn x-keskistä ja r-säteistä avointa kuulaa [20].
Määritelmä 1.1. Joukko A ⊂ Rn on huokoinen, jos on olemassa
0 < ρ ≤ 1 ja r0 > 0, joille kaikilla x ∈ Rn ja 0 < r ≤ r0 on olemassa
y ∈ Rn, joka toteuttaa ehdon

B(y, ρr) ⊂ B(x, r) \ A. (1)
Tämä määritelmä esiintyy artikkelissa [2]. Kutsumme ehtoa (1)
huokoisuusehdoksi. Jos tiedämme vakiot ρ ja r0, joilla määritelmän 1.1
ehto joukon A huokoisuudelle toteutuu, niin kutsumme joukkoa Amyös
(ρ, r0)-huokoiseksi.
Huomautus 1.2. Jos korvaamme määritelmässä 1.1 ehdon ”kaikilla
x ∈ Rn” ehdolla ”kaikilla x ∈ A,” niin saamme yhtäpitävän huokoisen
joukon määritelmän.

Todistus. Osoitetaan yhtäpitävyys.
Oletetaan ensin, että joukko A ⊂ Rn on huokoinen kuten
määritelmässä 1.1. Nyt siis on olemassa 0 < ρ ≤ 1 ja r0 > 0,
joille kaikilla x ∈ Rn ja 0 < r ≤ r0 on olemassa y ∈ Rn, joka toteuttaa
ehdon B(y, ρr) ⊂ B(x, r) \ A. Koska tämä pätee kaikilla x ∈ Rn, niin
se pätee erityisesti kaikilla x ∈ A.
Oletetaan nyt kääntäen, että on olemassa 0 < ρ ≤ 1 ja r0 > 0, joille
kaikilla x ∈ A ja 0 < r ≤ r0 on olemassa y ∈ Rn, joka toteuttaa
ehdon B(y, ρr) ⊂ B(x, r) \ A. Osoitetaan, että tällöin A on (ρ/2, r0)-
huokoinen, kuten määritelmässä 1.1. Olkoon x ∈ Rn ja 0 < r ≤ r0
mielivaltaisia. Jos x ∈ A, niin oletuksen nojalla löytyy y ∈ Rn, joka
toteuttaa huokoisuusehdon. Voidaan siis olettaa, että x ∈ Rn \ A.
Tarkastellaan kahta eri tapausta.
Oletetaan ensin, että A ∩ B(x, r/2) = ∅. Asetetaan y = x. Täl-
löin B(y, ρr/2) = B(x, ρr/2). Toisaalta koska ρ/2 ≤ 1/2, niin
B(x, ρr/2) ⊂ B(x, r/2). Näin ollen B(y, ρr/2) ⊂ B(x, r/2). Toisaalta
oletuksen nojalla A ∩B(x, r/2) = ∅, joten B(y, ρr/2) ⊂ B(x, r/2) \A.
Toisaalta B(x, r/2) ⊂ B(x, r), joten B(x, r/2)\A ⊂ B(x, r)\A. Siispä
B(y, ρr/2) ⊂ B(x, r) \ A.
Oletetaan sitten, että A ∩ B(x, r/2) 6= ∅. Nyt voidaan valita
z ∈ A ∩ B(x, r/2). Tällöin z ∈ A. Koska r/2 < r ≤ r0, ni-
in todistuksen alun oletuksen nojalla on olemassa y ∈ Rn, jolla
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B(y, ρr/2) ⊂ B(z, r/2) \ A. Osoitetaan nyt, että B(z, r/2) ⊂ B(x, r).
Olkoon v ∈ B(z, r/2) mielivaltainen. Tällöin kolmioepäyhtälön nojalla
|v − x| ≤ |v − z| + |z − x| < r/2 + r/2 = r, joten v ∈ B(x, r). Siispä
B(z, r/2) ⊂ B(x, r). Tällöin myös B(z, r/2) \ A ⊂ B(x, r) \ A. Näin
ollen B(y, ρr/2) ⊂ B(x, r) \ A. Molemmissa tapauksissa löydettiin
y ∈ Rn, joka toteuttaa huokoisuusehdon. Näin ollen A on huokoinen. �

Voimme siis vastaisuudessa käyttää molempia määritelmiä tilanteen
mukaan. Huomattavaa kuitenkin on se, että jos esimerkiksi osoitamme,
että joukko toteuttaa vakioilla ρ ja r0 huomautuksen 1.2 kriteerin
huokoisuudelle, niin todistuksen formuloinnin nojalla joukko ei ole
(ρ, r0)-huokoinen, vaan (ρ/2, r0)-huokoinen. Emme kuitenkaan kiinnitä
tässä tutkielmassa paljoa huomiota niihin täsmällisiin vakioihin, joilla
joukko toteuttaa huokoisuuskriteerin vaan tarvitsemme vain tiedon
siitä, että joukko ylipäänsä on huokoinen.

Seuraavassa osoitamme, että huokoisuus periytyy myös osajoukoilleen,
leikkauksille ja sulkeumalleen. Näiden avulla tutkimme huokoisten
joukkojen perusominaisuuksia ja johdamme muutamia esimerkkejä.

Lause 1.3. Huokoisten joukkojen osajoukot ovat huokoisia.

Todistus. Olkoon A ⊂ Rn (ρ, r0)-huokoinen ja B ⊂ A. Osoitetaan,
että B on myös (ρ, r0)-huokoinen. Olkoon x ∈ Rn ja 0 < r ≤ r0
mielivaltaisia. Koska A on huokoinen, niin on olemassa y ∈ Rn, jolla
B(y, ρr) ⊂ B(x, r)\A. Toisaalta B ⊂ A, joten edellä oleva B(x, r)\A ⊂
B(x, r)\B. Näin ollen B(y, ρr) ⊂ B(x, r)\B. Siispä valittu y toteuttaa
huokoisuusehdon. Näin ollen joukko B on huokoinen. �

Lause 1.4. Huokoisten joukkojen mielivaltaiset leikkaukset huokoisia.

Todistus. Olkoon joukot Ai ⊂ Rn, i ∈ I, huokoisia, missä I on
epätyhjä joukko. Kiinnitetään k ∈ I. Nyt leikkauksen määritelmän
mukaan ⋂i∈I Ai ⊂ Ak. Koska Ak on huokoinen, niin edellisen lauseen
nojalla sen kaikki osajoukot ovat huokoisia. Erityisesti siis leikkaus⋂
i∈I Ai on huokoinen. �

Tämä lause olisi siis pätenyt lievemmässäkin muodossa: jos mis-
sä tahansa kokoelmassa K ⊂ P(Rn) on ainakin yksi huokoinen joukko,
niin leikkaus ⋂K on huokoinen.

Lause 1.5. Huokoisen joukon sulkeuma on huokoinen.

Todistus. Olkoon A ⊂ Rn (ρ, r0)-huokoinen. Osoitetaan seuraavassa,
että sulkeuma Ā on myös (ρ, r0)-huokoinen. Olkoon siis x ∈ Rn mieli-
valtainen ja oletetaan, että 0 < r ≤ r0. Koska A on (ρ, r0)-huokoinen,
niin on olemassa y ∈ Rn, jolla B(y, ρr) ⊂ B(x, r) \A. Osoitetaan, että
myös pätee B(y, ρr) ⊂ B(x, r) \ Ā. Vastaoletus: B(y, ρr) ∩ Ā 6= ∅.
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Voidaan siis valita z ∈ Ā, jolla |y−z| < ρr. Tällöin luku ε := ρr−|y−z|
on positiivinen. Nyt siis B(z, ε) hyvinmääritelty pisteen z epätyhjä
ympäristö. Tällöin koska lisäksi z ∈ Ā, niin sulkeuman määritelmän
nojalla B(z, ε)∩A 6= ∅. Voidaan siis valita z′ ∈ A, jolla |z′−z| < ε. Nyt
kolmioepäyhtälön nojalla |z′− y| ≤ |z′− z|+ |z− y| < ε+ |z− y| = ρr.
Siispä z′ ∈ B(y, ρr), joten pallo B(y, ρr) kohtaa joukon A. Tämä on
ristiriidassa oletuksen B(y, ρr) ⊂ B(x, r) \ A kanssa. �

Seuraavassa tutkimme huokoisten joukkojen (n-ulotteista) Lebesguen
ulkomittaa m∗n ja mitallisuutta. Niiden määritelmät löytyvät es-
imerkiksi lähteestä [5].

Muistutamme, että piste z ∈ Rn on mitallisen joukon A ⊂ Rn
tiheyspiste, jos

lim
r→0+

mn(B(z, r) ∩ A)
mn(B(z, r)) = 1.

Tiheyspisteiden ominaisuuksia ja käyttötarkoituksia löytyy mm.
lähteistä [6] ja [7].
Lause 1.6. Mitallisella huokoisella joukolla ei ole tiheyspisteitä.

Todistus. Olkoon A (ρ, r0)-huokoinen ja mitallinen. Vastaoletus: on
olemassa joukon A tiheyspiste z ∈ Rn. Kiinnitetään nyt 0 < r ≤ r0.
Koska A on huokoinen, niin tällöin on olemassa y ∈ Rn, jolla B(y, ρr) ⊂
B(z, r)\A. Nyt joukko-operaatioiden avulla nähdään, ettäB(z, r)∩A ⊂
B(z, r) \B(y, ρr). Tällöin Lebesguen mitan monotonisuuden nojalla

mn(B(z, r) ∩ A)
mn(B(z, r)) ≤ mn(B(z, r) \B(y, ρr))

mn(B(z, r))

= mn(B(z, r))−mn(B(y, ρr))
mn(B(z, r))

= 1− mn(B(y, ρr))
mn(B(z, r)) = 1− mn(y +B(0, ρr))

mn(z +B(0, r))

= 1− mn(B(0, ρr))
mn(B(0, r)) = 1− mn(ρrB(0, 1))

mn(rB(0, 1))

= 1− (ρr)nmn(B(0, 1))
rnmn(B(0, 1)) = 1− ρn.

Lopun yhtälöissä käytämme Lebesguen mitan siirtoinvarianssia ja om-
inaisuutta mn(λB) = λnmn(B), missä λ > 0 ja B ⊂ Rn on mitallinen.
Nyt rajankäynnillä saadaan

lim
r→0+

mn(B(z, r) ∩ A)
mn(B(z, r)) ≤ 1− ρn < 1. (sillä ρ > 0)

Toisaalta z on joukon A tiheyspiste, joten tämä on ristiriidassa ti-
heyspisteen määritelmän kanssa. Näin ollen joukolla A ei ole tiheyspis-
teitä. �
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Seuraus 1.7. Avaruuden Rn huokoiset joukot ovat nollamittaisia ja
mitallisia.

Todistus. Olkoon A ⊂ Rn huokoinen. Osoitetaan ensin, että sen
sulkeuma Ā on nollamittainen. Koska sulkeuma on suljettu joukko,
niin Ā on mitallinen. Tällöin Lebesguen tiheyspistelauseen [7, seuraus
3.3] nojalla

lim
r→0+

mn(B(x, r) ∩ Ā)
mn(B(x, r)) = 1 (2)

melkein kaikilla x ∈ Ā. Vastaoletus: mn(Ā) > 0. Tällöin siis on ole-
massa z ∈ Ā, joka toteuttaa ehdon (2). Näin ollen piste z on joukon Ā
tiheyspiste. Tämä on ristiriidassa edellisen lauseen kanssa, sillä koska
A on huokoinen, niin lauseen 1.5 nojalla sen sulkeuma on huokoinen,
joten sillä ei voi olla tiheyspisteitä. Siispä mn(Ā) = 0. Koska A ⊂ Ā,
niin ulkomitan monotonisuuden nojalla m∗n(A) ≤ mn(Ā). Näin ollen
m∗n(A) = 0. Koska A on nollamittainen, niin lauseen [5, lause 1.22]
nojalla joukko A on mitallinen. Väite on siis todistettu jokaiselle Rn:n
huokoiselle joukolle. �

Huokoiset joukot ovat siis ”pieniä” mittateoreettisessa mielessä.
Huomataan, että kaikki edellä esitetyt huokoisten joukkojen om-
inaisuudet lukuunottamatta nollamittaisuutta on luonnollisesti
yleistettävissä metrisiin avaruuksiin. Emme ole tarvinneet lainkaan
informaatiota Rn:n erityisistä geometrisista ominaisuuksista paitsi
nollamittaisuuden kohdalla. Kuitenkin jos oletamme, että sekä käyt-
tämämme metrinen avaruus että annettu mitta ovat ns. tuplaavia,
niin voidaan osoittaa kaikki kyseisen metrisen avaruuden huokoiset
joukot myös nollamittaisiksi Lebesguen tiheyspistelauseella. Metrisen
avaruuden huokoisista joukoista ja tuplaavuudesta löytyy tutkimusta
mm. artikkeleista [11] ja [12].

Seuraavassa tutkimme hieman mitkä joukot ovat huokoisia Rn:ssä.
Muistutamme, että joukko A ⊂ Rn on tiheä avaruudessa Rn, jos sen
sulkeuma Ā = Rn.
Lause 1.8. Avaruuden Rn tiheät osajoukot eivät voi olla huokoisia.

Todistus. Vastaoletus: Oletetaan, että on olemassa tiheä ja huokoinen
A ⊂ Rn. Koska Ā = Rn ja lauseen 1.5 mukaan huokoisten joukkojen
sulkeumat ovat huokoisia, niin Rn on huokoinen. Tämä tuottaa ristiri-
idan, sillä suoraan huokoisuuden määritelmästä nähdään ettei avaruus
Rn voi olla huokoinen joukko. �

Lause 1.9. Äärelliset joukot ovat huokoisia.

Todistus. Olkoon A ⊂ Rn äärellinen. Tällöin A = {x1, x2, ..., xk}
jollain k ∈ N. Merkitään r0 = min{|xi − xj| : i 6= j}. Tällöin
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r0 > 0. Osoitetaan, että vakiot ρ = 1/2 ja r0 toteuttavat huomau-
tuksen 1.2 yhtäpitävän ehdon joukon A huokoisuudelle. Olkoon siis
x ∈ A mielivaltainen ja 0 < r ≤ r0. Valitaan nyt jokin y ∈ Rn,
jolla |y − x| = r/2 ja tutkitaan toteutuuko B(y, r/2) ⊂ B(x, r) \ A.
Olkoon z ∈ B(y, r/2) mielivaltainen. Nyt kolmioepäyhtälön nojalla
|z−x| ≤ |z−y|+ |y−x| < r/2+ r/2 = r, joten z ∈ B(x, r). Näin ollen
B(y, r/2) ⊂ B(x, r). Koska r0 on pienin etäisyys joukon A pisteiden
välillä ja r ≤ r0, niinB(y, r/2)∩A = ∅. SiispäB(y, r/2) ⊂ B(x, r)\A. �

Äärelliset joukot ovat erityisesti numeroituvia joukkoja. Kuitenkaan
kaikki numeroituvat joukot eivät ole huokoisia. Esimerkiksi ratio-
naaliluvut ovat tiheässä reaaliakselilla, joten lauseen 1.8 nojalla
rationaalilukujen joukko ei voi olla huokoinen.

Määrittelemme, että joukko A ⊂ Rn on harva, jos sen sulkeuman
sisäpisteiden joukko on tyhjä, eli intĀ = ∅. Seuraavassa osoitamme,
että huokoiset joukot ovat avaruuden Rn harvoja osajoukkoja.

Lemma 1.10. Huokoinen joukko ei sisällä epätyhjää avointa joukkoa.

Todistus. Olkoon A (ρ, r0)-huokoinen. Vastaoletus: on olemassa epä-
tyhjä ja avoin U ⊂ A. Koska U on epätyhjä, niin voimme valita x ∈ U .
Koska U on avoin, niin määritelmän mukaan on olemassa ε > 0, jol-
la B(x, ε) ⊂ U . Olkoon nyt 0 < r ≤ min{r0, ε} mielivaltainen. Kos-
ka A on huokoinen, niin määritelmän mukaan pisteelle x ja säteelle
r on olemassa y ∈ Rn, jolla B(y, ρr) ⊂ B(x, r) \ A. Toisaalta kos-
ka B(x, r) ⊂ B(x, ε) ⊂ U ⊂ A, niin B(x, r) \ A = ∅. Näin ollen
B(y, ρr) ⊂ ∅. Toisaalta y ∈ B(y, ρr), joten y ∈ ∅. Tämä on ristiriidassa
tyhjän joukon määritelmän kanssa. Siispä huokoinen joukko ei sisällä
epätyhjää avointa joukkoa. �

Lause 1.11. Huokoinen joukko on harva.

Todistus. Olkoon A ⊂ Rn huokoinen. Vastaoletus: A ei ole harva.
Nyt määritelmän mukaan sulkeuman sisäpisteiden joukko intĀ 6= ∅.
Voimme siis valita pisteen x ∈ intĀ. Nyt sisäpisteiden joukon
määritelmän mukaan on olemassa r > 0, jolla B(x, r) ⊂ Ā. Tämä on
ristiriidassa edellisen lemman 1.10 kanssa, sillä koska A on huokoinen,
niin lauseen 1.5 nojalla sen sulkeuma Ā on huokoinen, joten se ei voi
sisältää epätyhjää avointa joukkoa. Näin ollen A on harva. �

Tämä lause ei päde kääntäen. Esimerkiksi positiivimittainen Cantorin
joukko on reaaliakselin harva osajoukko [1]. Tällöin seurauksen 1.7
nojalla se ei voi olla huokoinen.

Huokoisten joukkojen numeroituvia yhdisteitä kutsutaan kirjal-
lisuudessa σ-huokoisiksi joukoiksi. Jokainen huokoinen joukko on
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triviaalisti σ-huokoinen. Kuitenkaan käänteinen ei päde. Esimerkiksi
rationaaliluvut on numeroituva yhdiste yksiöistä, jotka ovat erityisesti
äärellisinä joukkoina huokoisia. Näin ollen rationaalilukujen joukko on
σ-huokoinen. Toisaalta rationaalilukujen joukko on tiheä reaaliakselil-
la, joten se ei voi olla huokoinen. Emme keskity tässä tutkielmassa
σ-huokoisiin joukkoihin; niiden ominaisuuksia on tutkittu mm. ar-
tikkeleissa [4] ja [21].

Edellä on annettu esimerkkejä vain numeroituvista huokoisista
joukoista. Ovatko sitten kaikki huokoiset joukot numeroituvia? Vas-
taus tähän on kielteinen. Seuraavassa osoitamme, että ylinumeroituvat
Cantorin 1/3-joukko ja Sierpinskin kolmio ovat huokoisia joukkoja.
Näiden määritelmät ja ominaisuuksia on kattavasti selitetty lähteissä
[6], [7], [13], [14] ja [19].

Esimerkki 1.12. Tarkastellaan Cantorin 1/3-joukkoa C(1/3) ⊂ R.
Merkitään jokaisella k ∈ N Cantorin joukon konstruktiossa k:ssa vai-
heessa annettua janayhdistettä

Ck =
2k⋃
i=1

Ik,i,

missä jokaisen janan Ik,i pituus on 3−k. Nyt siis C(1/3) = ⋂k∈NCk. Os-
oitetaan, että C(1/3) toteuttaa vakioilla ρ = 1/12 ja r0 = 1 huomau-
tuksen 1.2 ehdon huokoisuudelle. Olkoon x ∈ C(1/3) ja 0 < r ≤ 1 mieli-
valtainen. Kiinnitetään nyt k ∈ N, jolle 3−k ≤ r ≤ 3−k+1. Nyt Cantorin
joukon määritelmän nojalla x ∈ Ck, joten jollain i ∈ {1, 2, ..., 2k} on
x ∈ Ik,i. Käytetään seuraavassa merkintää K(Ik,i) janan Ik,i keskipis-
teelle. Asetetaan

yk =
{
K(Ik,i) + 3−k · 3/4 jos x ≥ K(Ik,i)
K(Ik,i)− 3−k · 3/4 jos x < K(Ik,i)

Tällöin riippuen x:n sĳainnista janalla Ik,i on yk joko janan Ik,i vasem-
man tai oikeanpuoleisessa alueessa etäisyydellä 3−k/4 janasta Ik,i. Huo-
mataan, että tällöin pisteen yk etäisyys janoista Ik,i+1 ja Ik,i−1 on su-
urempaa kuin tämä etäisyys 3−k/4.

Nyt B(yk, 3−k/4) ∩ Ck = ∅. Toisaalta koska 3−k ≤ r ≤ 3−k+1, niin
3−k/12 ≤ r/12 ≤ 3−k+1/12 = 3−k/4. Siispä erityisesti B(yk, r/12) ∩
Ck = ∅. Valitaan nyt mielivaltainen z ∈ B(yk, 3−k/4). Nyt kolmioepäy-
htälön nojalla |z−x| ≤ |z−yk|+ |yk−x| < 3−k/4+3−k ·3/4 = 3−k ≤ r,
joten z ∈ B(x, r). Näin ollen B(yk, 3−k/4) ⊂ B(x, r). Toisaalta r/12 ≤
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3−k/4, joten B(yk, r/12) ⊂ B(yk, 3−k/4). Siispä B(yk, r/12) ⊂ B(x, r).
Näin ollen B(yk, r/12) ⊂ B(x, r)\Ck. Toisaalta koska C(1/3) ⊂ Ck, ni-
in B(x, r)\Ck ⊂ B(x, r)\C(1/3). Siispä B(yk, r/12) ⊂ B(x, r)\C(1/3).
Koska r on mielivaltainen, niin C(1/3) on huomautuksen 1.2 nojalla
huokoinen.

Esimerkki 1.13. Tarkastellaan nyt Sierpinskin kolmiota S ⊂ R2.
Merkitään jokaisella k ∈ N Sierpinskin kolmion konstruktiossa k:ssa
vaiheessa annettua kolmioyhdistettä

Sk =
3k⋃
i=1

∆k,i,

missä jokainen kolmio ∆k,i on tasasivuinen kolmio sivun pituutena 2−k.
Nyt siis S = ⋂

k∈N Sk. Osoitetaan, että S toteuttaa jälleen vakioil-
la ρ = 1/8 ja r0 = 1 huomautuksen 1.2 ehdon huokoisuudelle. Olkoon
x ∈ S ja 0 < r ≤ 1. Kiinnitetään k ∈ N, jolle 2−k/

√
3 ≤ r ≤ 2−k+1/

√
3.

Tällöin Sierpinskin kolmion määritelmän nojalla x ∈ Sk, joten jollain
i ∈ {1, 2, ..., 3k} on x ∈ ∆k,i. Esitetään seuraavassa idea miten osoita-
mme joukon S huokoiseksi. Kuten Cantorin joukon tapauksessa pis-
teen yk ∈ R2 valinta riippuu missä päin kolmiota ∆k,i piste x sĳaitsee.
Kuitenkin kuvan perusteella huomataan, että riippuen x:n sĳainnista
jos valitsemme pisteen yk sopivasti joltain kuvan ympyrän sisällä olevil-
ta janoilta, pätee B(yk, r/8) ⊂ B(x, r) \ Sk.

Toisaalta koska S ⊂ Sk, niin B(x, r) \ Sk ⊂ B(x, r) \ S. Siispä
B(yk, r/8) ⊂ B(x, r) \ S. Koska r on mielivaltainen, niin S on huo-
mautuksen 1.2 nojalla huokoinen.



10 TUOMAS SAHLSTEN

2. Tutkimus nykyään

Cantorin joukko ja Sierpinskin kolmio ovat esimerkkejä yksinkertai-
sista fraktaaleista. Kuitenkaan kaikki fraktaalit eivät ole huokoisia.
Esimerkiksi jos emme pidäkään Cantorin joukon konstruktiossa
skaalauskerrointa vakiona, vaan vaihdamme Cantorin joukon kon-
struktiossa skaalauskerrointa sopivasti pienemmäksi joka askeleella,
niin muodostuva joukko on positiivimittainen [13]. Näin ollen seu-
rauksen 1.7 nojalla se ei siis voi olla huokoinen. Siksi sopiikin kysyä
mitä oikeastaan vaadimme fraktaaleilta tai ylipäänsä joukoilta, jotta
ne olisivat huokoisia? Jotta tähän voisi vastata, olisi ensisĳaisesti
oleellista tuntea huokoisten joukkojen yleinen geometria. Esimerkiksi
miten huokoisuuden määritelmässä annettu kerroin ρ tulkitaan? Miten
tilanne muuttuu jos se on suuri tai pieni? Näyttääkö joukko jotenkin
erilaiselta mitä pienemmillä ρ:n arvoilla joukko toteuttaa huokoisuuse-
hdon?

Mittateoriassa on kehitetty ns. Hausdorffin-, Minkowskin- ja pakkaus-
dimensioiden käsitteet [16]. Nämä ovat suureita, jotka liittävät
joukkoihin eräänlaisen ”dimension”. Sen voi käsittää kuten tyypillisen
ulottuvuuden käsitteen sillä erotuksella, että tämä dimensio antaa
enemmän informaatiota tutkitun joukon hienorakenteesta. Voisi siis
olettaa, että jos tiedämme joukon huokoiseksi, niin se näkyy jotenkin
vastaavan dimension arvossa. Nykyään onkin paljon tutkittu tätä
yhteyttä. Esimerkiksi O. Martio ja M. Vuorinen osoittivat artikkelissa
[15], että jos joukko A ⊂ Rn on huokoinen jollain vakiolla ρ > 0, niin
sen pakkausdimensiolle dimP (A) saadaan arvio

dimP (A) ≤ n− cρn,

missä c ∈ R on ainoastaan dimensiosta n riippuva positiivinen vakio.
Tämä arvio puolestaan tarkoittaa muun muassa sitä, että mitä
suurempi joukon huokoisuusvakio ρ on sitä kauempana vastaava
pakkausdimensio on alkuperäisestä ulottovuudesta n. Siispä mitä
suurempia ”reikiä” joukolla on pienillä skaaloilla sitä pienempi on
sen dimensio. Itse asiassa vastaavia tuloksia löytyy muillekin edellä
mainituille dimensioille. Huokoisten joukkojen pakkausdimensioon liit-
tyvää tutkimusta löytyy lisäksi artikkelista [9]. Vastaavasti huokoisten
joukkojen Minkowskin dimensiota on tutkinut A. Sallin artikkelissaan
[18] ja Hausdorffin dimensiota P. Mattila artikkelissaan [17].

Tutkimus ei ole rajoittunut vain huokoisiin joukkoihin. Vasta vii-
me aikoina on kehitetty näihin vahvasti liittyvä ns. huokoinen mitta,
jonka avulla voidaan tarkemmin tutkia huokoisuuden yhteyttä di-
mensioon. Huokoisen mitan määrittely ja ominaisuuksia löytyy mm.
artikkelista [8].
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