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JOHDANTO

Matematiikassa esiintyy usein joukkoja, jotka ovat hyvin reikaisia
ja harvoja. Tunnetuimpia esimerkkeja naistd ovat mm. monet frak-
taalit. Kuitenkin fraktaalit ovat usein kovin vaikeasti ldhestyttéivia
perinteisilla konsteilla. Esimerkiksi niiden ”“mittaa” tutkittaessa
tavalliset pinta-alan tai tilavuuden suureet eivat oikein kerro paljoa
joukon hienorakenteesta ja pienen mittakaavan struktuurista. Niita
tutkittaessa onkin siis vélttdméatonta kayttda tyokaluja, jotka eivat
hukkaa hienorakenteen informaatiota. Erds tdhan soveltuva tyokalu
on huokoisuus. Huokoisuus on alunperin fysikaalinen suure, joka il-
maisee kuinka reikdinen tutkittava materiaali on. Tasta ideasta onkin
rakennettu matematiikkaan vastaava tésmallinen kasite joukoille.
Tassa tutkielmassa pyrimme maérittelemadn R™:n huokoisen joukon
niin, ettd se vastaa téata fysikaalista tulkintaa. Tutkielmassa lisaksi
esitamme ja todistamme huokoisten joukkojen perusominaisuuksia
ja osoitamme, ettd esimerkiksi Cantorin 1/3-joukko ja Sierpinskin
kolmio ovat huokoisia. Lisdksi lopussa esitimme hieman ajankohtaisia
painopisteita huokoisuuden tutkimuksesta matematiikassa.

Huokoisten joukkojen ideoita esiintyi ensimmaistd kertaa Den-
joyn artikkelissa [3] vuodelta 1920. Kuitenkin itse késite huokoinen
joukko maariteltiin DolZenkon artikkelissa [4] vuonna 1967. Dolzenko
keskittyi artikkelissaan erityisesti ns. o-huokoisiin joukkoihin, jot-
ka ovat numeroituvia yhdisteitd huokoisista joukoista. Huokoiselle
joukolle esiintyy nykyaén useita erinakoisid maaritelmia. Maaritelmét
muistuttavat toisiaan, mutta lahtokohdista johtuen osa maaritelmista
on vahvempia kuin toiset. Olemme tassa tutkielmassa valinneet
maaritelméksi eraénlaisen tasaisen huokoisuuden, jonka teoriaa 16y-
tyy mm. artikkelista [2]. Tasaisesti huokoisilta joukoilta vaaditaan,
etta jokaisessa joukon pisteen ympéristossd on samankokoisia reikié
kuin minké tahansa muun joukon pisteen ympéristoissia. Kuitenkin
tutkimuksessa huomattavasti yleisempi méaritelmé joukon huokoisu-
udelle on ns. pisteittdinen huokoisuus. Pisteittain huokoisen joukon
jokainen yksittdinen piste on erityisasemassa ja toisin kuin tasaisessa
huokoisuudessa, emme vaadi minkaanlaista yhtenaista rajaa reikien
koolle koko joukossa. Pisteittdin méaritelty huokoisuus antaa siis
heikomman kriteerin joukon huokoisuudelle kuin tasainen huokoisuus.
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Etuna on kuitenkin ilmennyt mm. se, ettd lahtokohdittain se antaa
enemman informaatiota siitd mitd tapahtuu huokoisen joukon pis-
teiden ympéristoissa pienelld skaalalla. Pisteittaisen huokoisuuden
méaaritelmén pohjalta johdettua teoriaa ja sen yleistettya versiota
metrisiin avaruuksiin 16ytyy mm. artikkeleista [8], [9], [10], [14], [15],
[16] ja [17].

1. HUOKOISET JOUKOT

Tarkoitamme seuraavassa merkinnalla B(z,7), missd z € R ja r > 0,
avaruuden R™ z-keskistd ja r-séiteistd avointa kuulaa [20].

Maaritelma 1.1. Joukko A C R" on huokoinen, jos on olemassa
0<p<1jaryg >0, joille kaikilla x € R™ ja 0 < r < 1y on olemassa
y € R™, joka toteuttaa ehdon

B(y, pr) C B(z,r) \ A. (1)

Taméa maéaaritelmi esiintyy artikkelissa [2]. Kutsumme ehtoa (1)
huokoisuusehdoksi. Jos tiedamme vakiot p ja rg, joilla maéritelman 1.1
ehto joukon A huokoisuudelle toteutuu, niin kutsumme joukkoa A myos
(p, T0)-huokoiseksi.

Huomautus 1.2. Jos korvaamme maaritelmassa 1.1 ehdon "kaikilla
x € R"” ehdolla "kaikilla x € A,” niin saamme yhtédpitavian huokoisen
joukon maaritelman.

Todistus. Osoitetaan yhtapitavyys.

Oletetaan ensin, ettd joukko A C R"™ on huokoinen kuten
maaritelméssa 1.1. Nyt siis on olemassa 0 < p < 1 ja rg > 0,
joille kaikilla z € R™ ja 0 < r < ry on olemassa y € R", joka toteuttaa
ehdon B(y, pr) C B(z,r) \ A. Koska tamé pétee kaikilla 2 € R", niin
se patee erityisesti kaikilla z € A.

Oletetaan nyt kadntaen, ettéd on olemassa 0 < p < 1 ja rg > 0, joille
kaikilla z € A ja 0 < r < 7y on olemassa y € R", joka toteuttaa
ehdon B(y, pr) C B(z,r) \ A. Osoitetaan, etta talloin A on (p/2,rg)-
huokoinen, kuten méaritelméssa 1.1. Olkoon z € R™ ja 0 < r < 1y
mielivaltaisia. Jos z € A, niin oletuksen nojalla 16ytyy y € R", joka
toteuttaa huokoisuusehdon. Voidaan siis olettaa, ettd x € R™\ A.
Tarkastellaan kahta eri tapausta.

Oletetaan ensin, ettd A N B(x,r/2) = 0. Asetetaan y = z. Tal-
16in B(y,pr/2) = B(z,pr/2). Toisaalta koska p/2 < 1/2, niin
B(z, pr/2) C B(z,r/2). Nain ollen B(y, pr/2) C B(x,r/2). Toisaalta
oletuksen nojalla AN B(x,r/2) =0, joten B(y, pr/2) C B(z,r/2)\ A.
Toisaalta B(x,r/2) C B(x,r), joten B(x,r/2)\ A C B(z,r)\ A. Siispa
B(y,pr/2) C B(z,r) \ A.

Oletetaan sitten, ettd A N B(x,r/2) # (. Nyt voidaan valita
z € AN B(x,r/2). Tallin z € A. Koska r/2 < r < 1y, ni-
in todistuksen alun oletuksen nojalla on olemassa y € R", jolla
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B(y,pr/2) C B(z,r/2)\ A. Osoitetaan nyt, ettd B(z,r/2) C B(x,r).
Olkoon v € B(z,r/2) mielivaltainen. Talloin kolmioepayhtéalén nojalla
v—z| <|v—=z|+|z—2| <r/24+71/2 =71, joten v € B(x,r). Siispa
B(z,7r/2) C B(z,r). Talloin myos B(z,7/2) \ A C B(z,r) \ A. Nain
ollen B(y,pr/2) C B(xz,r) \ A. Molemmissa tapauksissa loydettiin
y € R", joka toteuttaa huokoisuusehdon. Néin ollen A on huokoinen. [J

Voimme siis vastaisuudessa kayttad molempia méaaritelmia tilanteen
mukaan. Huomattavaa kuitenkin on se, etta jos esimerkiksi osoitamme,
etta joukko toteuttaa vakioilla p ja ry huomautuksen 1.2 kriteerin
huokoisuudelle, niin todistuksen formuloinnin nojalla joukko ei ole
(p, r0)-huokoinen, vaan (p/2, ro)-huokoinen. Emme kuitenkaan kiinnité
tassa tutkielmassa paljoa huomiota niihin tédsmaéllisiin vakioihin, joilla
joukko toteuttaa huokoisuuskriteerin vaan tarvitsemme vain tiedon
siita, ettd joukko ylipdansa on huokoinen.

Seuraavassa osoitamme, etté huokoisuus periytyy myos osajoukoilleen,
leikkauksille ja sulkeumalleen. Naiden avulla tutkimme huokoisten
joukkojen perusominaisuuksia ja johdamme muutamia esimerkkeja.

Lause 1.3. Huokoisten joukkojen osajoukot ovat huokoisia.

Todistus. Olkoon A C R™ (p,rg)-huokoinen ja B C A. Osoitetaan,
ettd B on myos (p,rp)-huokoinen. Olkoon z € R™ ja 0 < r < rg
mielivaltaisia. Koska A on huokoinen, niin on olemassa y € R", jolla
B(y, pr) C B(xz,r)\A. Toisaalta B C A, joten edellé oleva B(z,7)\A C
B(z,r)\ B. Néin ollen B(y, pr) C B(z,r)\ B. Siispa valittu y toteuttaa
huokoisuusehdon. Nain ollen joukko B on huokoinen. [J

Lause 1.4. Huokoisten joukkojen mielivaltaiset leikkaukset huokoisia.

Todistus. Olkoon joukot A; C R™ 4 € I, huokoisia, missd I on
epatyhja joukko. Kiinnitetdan & € [I. Nyt leikkauksen maéaritelméan
mukaan ;e A; C Ay. Koska Ay on huokoinen, niin edellisen lauseen
nojalla sen kaikki osajoukot ovat huokoisia. Erityisesti siis leikkaus
Nier Ai on huokoinen. [J

Tama lause olisi siis patenyt lievemmassakin muodossa: jos mis-
sé tahansa kokoelmassa IC C P(R™) on ainakin yksi huokoinen joukko,
niin leikkaus N /C on huokoinen.

Lause 1.5. Huokoisen joukon sulkeuma on huokoinen.

Todistus. Olkoon A C R™ (p, rp)-huokoinen. Osoitetaan seuraavassa,
ettd sulkeuma A on myds (p, ro)-huokoinen. Olkoon siis 2 € R" mieli-
valtainen ja oletetaan, ettd 0 < r < rg. Koska A on (p, r¢)-huokoinen,
niin on olemassa y € R", jolla B(y, pr) C B(z,r) \ A. Osoitetaan, etté
myos pitee B(y,pr) C B(x,r) \ A. Vastaoletus: B(y,pr) N A # 0.
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Voidaan siis valita z € A, jolla |y—z| < pr. Talléin luku € := pr—|y—z|
on positiivinen. Nyt siis B(z,¢) hyvinméaritelty pisteen z epétyhja
ymparisto. Talloin koska lisiksi z € A, niin sulkeuman méaéritelmén
nojalla B(z,e)NA # (). Voidaan siis valita 2z’ € A, jolla |2/ — 2| < e. Nyt
kolmioepayhtalon nojalla |2/ —y| < [2/ — 2|+ |z —y| < e+ |z —y| = pr.
Siispa 2z’ € B(y, pr), joten pallo B(y, pr) kohtaa joukon A. Td&méa on
ristiriidassa oletuksen B(y, pr) C B(x,r) \ A kanssa. [J

Seuraavassa tutkimme huokoisten joukkojen (n-ulotteista) Lebesguen
ulkomittaa m; ja mitallisuutta. Niiden maéritelmat loytyvat es-
imerkiksi lahteesté [5].

Muistutamme, ettd piste z € R"™ on mitallisen joukon A C R”
tiheyspiste, jos

B A

hm mn( (Z7r) N )
r—0t  my,(B(z,7))

Tiheyspisteiden ominaisuuksia ja kayttotarkoituksia loytyy mm.

lahteista [6] ja [7].

Lause 1.6. Mitallisella huokoisella joukolla ei ole tiheyspisteita.

= 1.

Todistus. Olkoon A (p,rg)-huokoinen ja mitallinen. Vastaoletus: on
olemassa joukon A tiheyspiste z € R™. Kiinnitetddn nyt 0 < r < 7.
Koska A on huokoinen, niin télléin on olemassa y € R", jolla B(y, pr) C
B(z,7)\A. Nyt joukko-operaatioiden avulla ndhdaén, etta B(z,7)NA C
B(z,r) \ B(y, pr). Talloin Lebesguen mitan monotonisuuden nojalla

ma(B(z,r) N A) _ ma(B(z) \ By, pr)

mn(B(z,7)) T my(B(z,7))
_ mn(B(2,7)) —ma(B(y, pr))
mn(B(z,7))
_ 1 ma(Blypr)) _ | maly+ B(0,pr))
mn(B(z,7)) mn(z + B(0,7))
my(B(0,pr)) . ma(prB(0,1))

mn(B(0, 7)) mn(rB(0,1))
(o) ma(BO.D) |
rrmy,(B(0,1)) '
Lopun yhtéloissa kaytdmme Lebesguen mitan siirtoinvarianssia ja om-
inaisuutta m,(AB) = \"m,(B), missd A > 0 ja B C R" on mitallinen.
Nyt rajankaynnilla saadaan
lim, m’;iig’(gg)fl) <l-p"<1. (silli p>0)

Toisaalta z on joukon A tiheyspiste, joten tdmé& on ristiriidassa ti-
heyspisteen méaritelméan kanssa. Néin ollen joukolla A ei ole tiheyspis-
teita. [

= 1-—
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Seuraus 1.7. Avaruuden R™ huokoiset joukot ovat nollamittaisia ja
mitallisia.

Todistus. Olkoon A C R™ huokoinen. Osoitetaan ensin, ettd sen
sulkeuma A on nollamittainen. Koska sulkeuma on suljettu joukko,
niin A on mitallinen. Talloin Lebesguen tiheyspistelauseen [7, seuraus
3.3] nojalla

Jim mn(B(z,r) N A)
r—0t  my,(B(z,7))

~1 2)

melkein kaikilla z € A. Vastaoletus: m,(A) > 0. Talléin siis on ole-
massa z € A, joka toteuttaa ehdon (2). Néin ollen piste z on joukon A
tiheyspiste. Tama on ristiriidassa edellisen lauseen kanssa, silla koska
A on huokoinen, niin lauseen 1.5 nojalla sen sulkeuma on huokoinen,
joten silli ei voi olla tiheyspisteitd. Siispa m,(A) = 0. Koska A C A,
niin ulkomitan monotonisuuden nojalla m*(A) < m,(A). Niin ollen

*

m(A) = 0. Koska A on nollamittainen, niin lauseen [5, lause 1.22]
nojalla joukko A on mitallinen. Véite on siis todistettu jokaiselle R™:n

huokoiselle joukolle. []

Huokoiset joukot ovat siis "pienid” mittateoreettisessa mielessa.
Huomataan, ettd kaikki edella esitetyt huokoisten joukkojen om-
inaisuudet lukuunottamatta nollamittaisuutta on luonnollisesti
yleistettdvissé metrisiin avaruuksiin. Emme ole tarvinneet lainkaan
informaatiota R™:n erityisistd geometrisista ominaisuuksista paitsi
nollamittaisuuden kohdalla. Kuitenkin jos oletamme, etta seka kayt-
tamamme metrinen avaruus ettd annettu mitta ovat ns. tuplaavia,
niin voidaan osoittaa kaikki kyseisen metrisen avaruuden huokoiset
joukot myos nollamittaisiksi Lebesguen tiheyspistelauseella. Metrisen
avaruuden huokoisista joukoista ja tuplaavuudesta l0ytyy tutkimusta
mm. artikkeleista [11] ja [12].

Seuraavassa tutkimme hieman mitkd joukot ovat huokoisia R™:ssa.
Muistutamme, ettd joukko A C R"™ on tihed avaruudessa R", jos sen
sulkeuma A = R™.

Lause 1.8. Avaruuden R™ tihedt osajoukot eivdt voi olla huokoisia.

Todistus. Vastaoletus: Oletetaan, etta on olemassa tihed ja huokoinen
A C R™ Koska A = R" ja lauseen 1.5 mukaan huokoisten joukkojen
sulkeumat ovat huokoisia, niin R” on huokoinen. Tama tuottaa ristiri-
idan, silla suoraan huokoisuuden maaritelmasta nahdaén ettei avaruus
R" voi olla huokoinen joukko. []

Lause 1.9. Adrelliset joukot ovat huokoisia.

Todistus. Olkoon A C R™ darellinen. Talloin A = {x1, 29, ..., 2}
jollain k& € N. Merkitddn ry = min{|z; — z;| : ¢ # j}. Téalloin
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ro > 0. Osoitetaan, ettd vakiot p = 1/2 ja ry toteuttavat huomau-
tuksen 1.2 yhtépitavin ehdon joukon A huokoisuudelle. Olkoon siis
x € A mielivaltainen ja 0 < r < ry. Valitaan nyt jokin y € R",
jolla |y — x| = r/2 ja tutkitaan toteutuuko B(y,r/2) C B(x,r)\ A.
Olkoon z € B(y,r/2) mielivaltainen. Nyt kolmioepédyhtalén nojalla
|z—z| < |z—y|+|y—2| <r/247r/2 =r, joten z € B(z,r). Niin ollen
B(y,r/2) C B(z,r). Koska 79 on pienin etiisyys joukon A pisteiden
valilla jar < rg, niin B(y,r/2)NA = (. Siispa B(y,r/2) C B(z,r)\A. O

Adsrelliset joukot ovat erityisesti numeroituvia joukkoja. Kuitenkaan
kaikki numeroituvat joukot eivat ole huokoisia. Esimerkiksi ratio-
naaliluvut ovat tihedssa reaaliakselilla, joten lauseen 1.8 nojalla
rationaalilukujen joukko ei voi olla huokoinen.

Maérittelemme, ettd joukko A C R" on harva, jos sen sulkeuman
sisapisteiden joukko on tyhji, eli intA = (). Seuraavassa osoitamme,
etta huokoiset joukot ovat avaruuden R™ harvoja osajoukkoja.

Lemma 1.10. Huokoinen joukko ei sisdlld epdatyhjid avointa joukkoa.

Todistus. Olkoon A (p, rg)-huokoinen. Vastaoletus: on olemassa epé-
tyhja ja avoin U C A. Koska U on epéatyhjé, niin voimme valita x € U.
Koska U on avoin, niin méaritelmén mukaan on olemassa £ > 0, jol-
la B(z,e) C U. Olkoon nyt 0 < r < min{rg, e} mielivaltainen. Kos-
ka A on huokoinen, niin méaéritelmén mukaan pisteelle z ja séteelle
r on olemassa y € R", jolla B(y,pr) C B(xz,r)\ A. Toisaalta kos-
ka B(z,r) C B(x,e) C U C A, niin B(z,r) \ A = 0. Néin ollen
B(y, pr) C 0. Toisaalta y € B(y, pr), joten y € (). Tama on ristiriidassa
tyhjan joukon maaritelman kanssa. Siispa huokoinen joukko ei sisalla
epityhjaa avointa joukkoa. []

Lause 1.11. Huokoinen joukko on harva.

Todistus. Olkoon A C R™ huokoinen. Vastaoletus: A ei ole harva.
Nyt mééritelmén mukaan sulkeuman sisépisteiden joukko intA # (.
Voimme siis valita pisteen = € intA. Nyt sisapisteiden joukon
mééritelman mukaan on olemassa r > 0, jolla B(z,r) C A. Tama on
ristiriidassa edellisen lemman 1.10 kanssa, silld koska A on huokoinen,
niin lauseen 1.5 nojalla sen sulkeuma A on huokoinen, joten se ei voi
sisaltda epatyhjad avointa joukkoa. Nain ollen A on harva. [J

Tama lause ei pade kdantden. Esimerkiksi positiivimittainen Cantorin
joukko on reaaliakselin harva osajoukko [1]. Tall6in seurauksen 1.7
nojalla se ei voi olla huokoinen.

Huokoisten joukkojen numeroituvia yhdisteita kutsutaan kirjal-
lisuudessa o-huokoisiksi joukoiksi. Jokainen huokoinen joukko on
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triviaalisti o-huokoinen. Kuitenkaan kaanteinen ei pade. Esimerkiksi
rationaaliluvut on numeroituva yhdiste yksioista, jotka ovat erityisesti
aarellisind joukkoina huokoisia. Nain ollen rationaalilukujen joukko on
o-huokoinen. Toisaalta rationaalilukujen joukko on tiheé reaaliakselil-
la, joten se ei voi olla huokoinen. Emme keskity tassa tutkielmassa
o-huokoisiin joukkoihin; niiden ominaisuuksia on tutkittu mm. ar-
tikkeleissa [4] ja [21].

Edelld on annettu esimerkkeja vain numeroituvista huokoisista
joukoista. Ovatko sitten kaikki huokoiset joukot numeroituvia? Vas-
taus tahén on kielteinen. Seuraavassa osoitamme, ettéd ylinumeroituvat
Cantorin 1/3-joukko ja Sierpinskin kolmio ovat huokoisia joukkoja.
Néiden maaritelmét ja ominaisuuksia on kattavasti selitetty lahteissa

(6], [7], [13], [14] ja [19].

Esimerkki 1.12. Tarkastellaan Cantorin 1/3-joukkoa C(1/3) C R.
Merkitaan jokaisella £ € N Cantorin joukon konstruktiossa k:ssa vai-
heessa annettua janayhdistetta

ok
Cr = U Iy,
=1

missé jokaisen janan Iy ; pituus on 37%. Nyt siis C'(1/3) = Nyen Ck- Os-
oitetaan, ettd C(1/3) toteuttaa vakioilla p = 1/12 ja ro = 1 huomau-
tuksen 1.2 ehdon huokoisuudelle. Olkoon z € C'(1/3) ja0 < r < 1 mieli-
valtainen. Kiinnitetdin nyt k € N, jolle 37% < r < 37%*!, Nyt Cantorin
joukon mééritelmin nojalla € Cy, joten jollain i € {1,2,...,2%} on
x € I;. Kiytetadn seuraavassa merkintdd K (Iy;) janan Iy ; keskipis-
teelle. Asetetaan

[K(I)+37%-3/4  jos x> K(I)
e AVK (L) —37%-3/4  jos o < K(ILy)

Talloin riippuen z:n sijainnista janalla I ; on y, joko janan I ; vasem-
man tai oikeanpuoleisessa alueessa etiisyydelld 37% /4 janasta I ;. Huo-
mataan, etta talloin pisteen y, etaisyys janoista Iy ;11 ja I;,—1 on su-
urempaa kuin timé etiisyys 37%/4.

Gy
Nyt B(yr,37%/4) N Cp = . Toisaalta koska 37% < r < 3751 niin
37F/12 < r/12 < 37%1/12 = 37F /4. Siispa erityisesti B(yg,r/12) N
Cj, = (. Valitaan nyt mielivaltainen z € B(y, 37%/4). Nyt kolmioepéy-
htalén nojalla [z — x| < |z —yk|+|yx —x| < 37%/4+37%.3/4 =37F <,
joten z € B(z,r). Néin ollen B(yy,37%/4) C B(z,r). Toisaalta /12 <
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37%/4, joten B(yx,r/12) C By, 37%/4). Siispa B(yx,r/12) C B(z,7).
Néin ollen B(yg,r/12) C B(xz,r)\Cy. Toisaalta koska C(1/3) C Cj, ni-
in B(z,r)\Cy C B(z,r)\C(1/3). Siispa B(yx,r/12) C B(x,r)\C(1/3).
Koska r on mielivaltainen, niin C'(1/3) on huomautuksen 1.2 nojalla
huokoinen.

Esimerkki 1.13. Tarkastellaan nyt Sierpinskin kolmiota S C RZ
Merkitadn jokaisella & € N Sierpinskin kolmion konstruktiossa k:ssa
vaiheessa annettua kolmioyhdistetta

3k
Sy = U AVIFS
=1

missé jokainen kolmio Ay ; on tasasivuinen kolmio sivun pituutena 27",
Nyt siis S = Ngen Sk- Osoitetaan, ettd S toteuttaa jélleen vakioil-
la p=1/8 ja ry = 1 huomautuksen 1.2 ehdon huokoisuudelle. Olkoon
z € Sja0<r< 1. Kiinnitetisn k € N, jolle 27%//3 < r < 27k+1/,/3.
Talloin Sierpinskin kolmion mééaritelmén nojalla x € Sk, joten jollain
ie{l,2 .. 3’“} on xz € Ay;. Esitetdan seuraavassa idea miten osoita-
mme joukon S huokoiseksi. Kuten Cantorin joukon tapauksessa pis-
teen y;, € R? valinta riippuu missé pain kolmiota Ay ; piste = sijaitsee.
Kuitenkin kuvan perusteella huomataan, etta riippuen x:n sijainnista
jos valitsemme pisteen g, sopivasti joltain kuvan ympyran sisalla olevil-
ta janoilta, patee B(yg,7/8) C B(z,7) \ Sk.

5, Kuvassa onkaolmion ﬂk.i keskipisteen ymparille

piirretty ympyra sateella T

Toisaalta koska S C S, niin B(x,r) \ Sy C B(z,r) \ S. Siispa
B(yk,r/8) C B(x,r)\ S. Koska r on mielivaltainen, niin S on huo-
mautuksen 1.2 nojalla huokoinen.
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2. TUTKIMUS NYKYAAN

Cantorin joukko ja Sierpinskin kolmio ovat esimerkkeja yksinkertai-
sista fraktaaleista. Kuitenkaan kaikki fraktaalit eivit ole huokoisia.
Esimerkiksi jos emme piddkaan Cantorin joukon konstruktiossa
skaalauskerrointa vakiona, vaan vaihdamme Cantorin joukon kon-
struktiossa skaalauskerrointa sopivasti pienemméksi joka askeleella,
niin muodostuva joukko on positiivimittainen [13]. Néin ollen seu-
rauksen 1.7 nojalla se ei siis voi olla huokoinen. Siksi sopiikin kysyé
mité oikeastaan vaadimme fraktaaleilta tai ylipadnsa joukoilta, jotta
ne olisivat huokoisia? Jotta tdhén voisi vastata, olisi ensisijaisesti
oleellista tuntea huokoisten joukkojen yleinen geometria. Esimerkiksi
miten huokoisuuden maaritelméssa annettu kerroin p tulkitaan? Miten
tilanne muuttuu jos se on suuri tai pieni? Néyttadako joukko jotenkin
erilaiselta mita pienemmill& p:n arvoilla joukko toteuttaa huokoisuuse-

hdon?

Mittateoriassa on kehitetty ns. Hausdorffin-, Minkowskin- ja pakkaus-
dimensioiden késitteet [16]. NAmé& ovat suureita, jotka liittavét
joukkoihin eradénlaisen "dimension”. Sen voi kasittda kuten tyypillisen
ulottuvuuden késitteen silla erotuksella, ettd téméa dimensio antaa
enemman informaatiota tutkitun joukon hienorakenteesta. Voisi siis
olettaa, ettd jos tiedamme joukon huokoiseksi, niin se nékyy jotenkin
vastaavan dimension arvossa. Nykyadan onkin paljon tutkittu téta
yhteytta. Esimerkiksi O. Martio ja M. Vuorinen osoittivat artikkelissa
[15], etté jos joukko A C R™ on huokoinen jollain vakiolla p > 0, niin
sen pakkausdimensiolle dimp(A) saadaan arvio

dimp(A) <n —cp”,

missd ¢ € R on ainoastaan dimensiosta n riippuva positiivinen vakio.
Taméa arvio puolestaan tarkoittaa muun muassa sitd, ettd mita
suurempi joukon huokoisuusvakio p on sitd kauempana vastaava
pakkausdimensio on alkuperiisestd ulottovuudesta n. Siispd mita
suurempia “reikia” joukolla on pienilld skaaloilla sitd pienempi on
sen dimensio. Itse asiassa vastaavia tuloksia loytyy muillekin edella
mainituille dimensioille. Huokoisten joukkojen pakkausdimensioon liit-
tyvaa tutkimusta 10ytyy lisiksi artikkelista [9]. Vastaavasti huokoisten
joukkojen Minkowskin dimensiota on tutkinut A. Sallin artikkelissaan
[18] ja Hausdorffin dimensiota P. Mattila artikkelissaan [17].

Tutkimus ei ole rajoittunut vain huokoisiin joukkoihin. Vasta vii-
me aikoina on kehitetty néihin vahvasti liittyva ns. huokoinen mitta,
jonka avulla voidaan tarkemmin tutkia huokoisuuden yhteyttd di-
mensioon. Huokoisen mitan maarittely ja ominaisuuksia 16ytyy mm.
artikkelista [8].
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